
4' S (1+х) ( t + J )  (1+jS) ■ Ж : c  J n T 7 ) + i ln

-l- i a r c te x - j h a r c t s J 7 r

5. \ -------- —j ----- dx.  Ж : —X- ~ L------h 2 a rc tg x  +  ln — + C .
J ( x + l )  ( / + ! )  2 ( x  - f - 1 ) & л / 7 + i

6. С - . Ж : 4  a rc tg  (x +  1) - ^ 3-±  +  18x+ g- +  C.
J ( x 2 +  2 x  +  2 ) 3 8 8 (x  -(-2jc +  2)

4-§. J # (s in * ,  c o s x ) d x  куринишдаги интеграллар

/̂? (sinx, cosx)dx куринишидаги интеграллар (/? — sinx ва cosx
га нисбатан рационал функция) t g J - = /  алмаштириш ёрдамида
рационал функцияларнинг интегралларига (3-§) келтирилади. 
Чунки,

2tg—  
к 2 2ts i n x = -

1 + ‘ГТ
l - t g 24

2cosx =

2 ±  \ + t 2

I+tg*-f 1+ <*

x =  2 arctg/;  d x  2dt
1 + / 2 ‘

Бундай алмаштириш куп холларда мураккаб хисоблашларга 
олиб келади. Шу сабабли баъзи хусусий холларда курсатилган 
хилдаги интегралларни топишда куйидаги содда урнига куйиш- 
лардан фойдаланилади:

а) агар R (sinx, cosx) ифода sinx га нисбатан ток функция, яъни
У?( — sinx, cosx) == — R (sinx, cosx)

булса, у холда cosx =  t урнига куйиш бу функцияни рацио- 
наллаштиради;

б) агар R (sinx, cosx) ифода cosx га нисбатан ток функция, яъни
/?(sinx, — cosx) =  — R ( sinx, cosx)

булса, у холда интеграл sinx — t урнига куйиш билан рационал 
функцияларни интеграллашга келтирилади;

в) агар /? (sinx, cosx) ифода sinx ва cosx га нисбатан жуфт 
функция, яъни

R (  — sinv. — t'osxi =  /?(sinx, cosx)
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булса, у холда бу функция tgx =  t урнига куйиш билан рацио- 
наллаштирилади. Бу холда

cos х-

sm х =

l +  tg  х  

tg 2*

l +  tg  X

x =  a rc tg t ; dx--

I

1 + t '  
dt 

1 + t 2

г) агар /?(tgx) булса, у холда интеграл остидаги ифода яна 
tg* =  / урнига куйиш билан рационаллаштирилади.

1 - м и с о л .  Интегрални топинг:
f  dx
J 4 sin x -|-3cosx  +  5

Е ч и ш .  t g y = /  урнига куйишдан фойдаланиб, интегрални

топамиз:

dx
4sin* +  3cos* +  5

tgH

d x  =

sinx= 2t

2 dt  

1 + t 2
COSX-

l + r  
l — t2
l +  t2

2 dt 

1+/2 dt

4 — ^ г  +  3-i—V  +  5
2Г +  8/ +  8 h

dt

+  4/ +  4

1 +  f2 1 + t 2

dt

J (/ +  2)2 * +  2

2 - м и с о л .  Интегрални топинг:

■C =  C-

Иsin* -(-sin  jc)
cos2x dx.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция sin* га нисбатан ток 
функция, шунинг учун cos* =  t урнига куйишдан фойдаланамиз:

s in * - |-s ir r*
cos2*

j c o s x  =  t; s in2* = l  — t2, 

d x  =  \ s i n x d x = ~ d t - ,  cos2*

=  г г (2- П , - « )  =  f  r = L d t ' \
J cos2* J 2/ — 1 J 2t — 1 2 J

1 f  (2t2 — 4)dt
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dt

2t2— i

‘ 3 In I 1 I + C = - U o s x ------ i ^ i n  I ^ 2J ° -SX J  1 - fC .
I V 2 / + 1  • 2  4 J 2  I л/ 2  cosx +  I I2 4 ^ 2  I V 2 ^ + l  1 2 4 д/2 I V2cosjc +

3 - м и с о л .  Интегрални топинг:

Г с о А + с о Л  djc
J  sin  x  +  s in  jc

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция cosx га нисбатан ток 
функция, шу сабабли sinjc =  / Урнига куйишдан фойдаланамиз:

f  cos3x +  cos5x __г cos2x ( l + c o s 2x)cosx ^ ___

J sin2x + s i n 4x J sin2x + s i n 4x

(s in x  =  ^ COS2X = l  — 1 f (1 —t2)(2 —t2) t f t4—3^ +  2 
\ c o s x d x = d t  j J t2 +  t* * j  t* + 12

Энди нотугри рационал касрнинг бутун кисмини ажратиб ва 
тугри рационал касрни энг содда касрларга ёйиб, интегрални 
топамиз:

Шундай килиб, эски узгарувчига кайтсак:

Г cos x +  cos х rfjc_ s in jc _  2 - _ 6 a rc t g ( s i n x ) + C .
J sin jc sin x  s,njr

4 - м и с о л .  Интегрални топинг:

d x

sin x + 3

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция sinx ва cosx га нисбатан 
жуфт функция, шу сабабли tg x  =  t деб оламиз:

л

S. . .
dx

sin х + 3

■ , - 2  ̂tgx = t ;  sm ‘!x =
1+ f2’

dtx = a r c t g t\ d x =  ^ 

d t  i f  d(2t)

dt

- H
1+ t 2

1+ t 2

J 3 +  4<2 2 j3 +  4 r  2 J (>/3 ) ' + ( 2 t y
1 j. 2 1 . „  1 , 2 tgx 

=  _̂ ~75‘a rc t8 7f " f  C = - r r = a rc tg- B2V3 s  V3 ' 2д/3 b V3 
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5- м и с о л. Интегрални топинг:
f dx

1 + t g x

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция ф акат  tgx  га боглик бул­
гани учун tg x =  t деб оламиз:

■ ( t g x  =  t, x =  arc tg / ,  I
[ - г ё — L  dt L  --------fJ l+ tgx  \dx  = ------5- J (1+/2

l + t 2
( l + / 2) ( l + / )

Интеграл остидаги функцияни энг содда касрларга ёйиб, 
интегрални топамиз:

dt 1 / 1  \ d t  =
( i + r ) ( i  +  <)

= —In 11 + / |  — — In 11 + r |  + —arc tg  t +  C.

Эски узгарувчи x га кайтсак,

d x
l + t g x

1 + t g *  I 1 1 I n  1

- l n |  1 - f  t g j c l - T ln ( l  + t g 2*) +  —* +  c =

_ Y ' n 1 д/ l+ tg 2̂  ' + “2X + C _ ^ ln I +

+  y *  +  C =  yX  +  y l n |c o s x  +  sinx| + C .

4- дарсхона топшириги 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

'•  ^ Т Й ^ З с о , ,  ' Ж : | l n | 5 t g f + 3 | + C .

2- S ^ f i T  Ж: | - c l g ( 2 . g| ) + C .

3. ( — cos xdx—• Ж : In I sinjc I — sinx-+C.
J sin x +  sinx

4- [ ---------—2---------Ж : In I t g 4  I H— I 1 +  V, - C°S* l + C .J sinx(2cos x—1) ' 2 I д/2 I 1—^/2 cosx I

5- \ ---------- p - -------J— Ж : 4 a rc tg (3  tgx) + C .
J 4 — 3cos x +  5sin x 3

c  f sin2xc0sxrfx w i l l -  1 I 1 / • , 4 , ^b. \ —— --------- Ж : —In sinx +  cosx — -cosx(s inx  +  cosx) -+ C.J sinx +  cosx 4 4 ’ 1
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---- | f l n lcos*l +  С-

8. \  (2^ + 3)t  -  Ж : l n ( tg 2x + 2 ) + ^ U r c t g - ^ J  +  С.
J sin x +  2cos х V 2 V 2

муста^ил иш 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

5tg-^- +  4

1. [ -----—-----Ж : 4 a rc tg-----------1-------1-С.J 5 +  4sinx 3 3

2' 5 1 ^ ^ '  Ж : l n (2 +  cosJ:) + ^ j a r c t g ( - i I t g f ) + C .

3 _ Г -------- cosx dx -------- ж . _}_! 5 - s i n x  +  c

J sin2x — 6sinx +  5 4 * sm*

4. Ж : j a r c t g ( - f ) + C .
J l + 3 c o s  x ^ \  * /

s. \ ----- 2 dX r - Ж : - U r c t g ^ f ^  +  C.
J 3sin x +  5cos x V 15 V5

6. t l + t g - dx-  Ж : С — In | cosx — s in x | .
J 1— tgx

5-§ .  Таркибида тригонометрик функциялар 
булган баъзи интеграллар

6.5.1. $sin,Ixcosmxdx куринишидаги интеграллар куйидагича 
топилади:

а) агар п >  О ток булса, cos x — t, sin x d x = — dt  урнига куйиш 
интегрални рационаллаштиради.

1-м и с о л .  Интегрални топинг:

5 sin3x -c o s2xdx.

Е ч и ш .  sin3x д ар аж ад а  битта sinx купайтувчини аж ратам из ва 
уни дифференциал остига киритамиз:

5 sin3x -c o s2x d x =  J sin2xcos2xsinxdx =
=  — $sin2xcos2xd (cosx) =  — \ (1 — cos2x) cos2xd(cosx) =

=  —  ̂ (cos2x — cos4x )d (cosx )  = C  — - |c o s 3x +  -^cos5x;

б) агар m > О ток булса, у холда sinx =  /, cosxdx =  d t  урнига 
куйиш интегрални рационаллаштиради.
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2- м и с о л . Интегрални топинг:

S cos 3xdx 
3/— '■у sin х

Е ч и ш .

Scos3x d x __ Г cos2xcosxdx__

Sin4̂ 3AT J sin3/4x 

=  [ 0 - s in 2̂ (sinx)=  f ( s in~Tx _ sinJ x )d i s [ n x )  =
J sin ' x J

_l_ _5. 3 ____ —
=  — 3sin 3x — |-sin3x +  C =  C ----- ------- — -  \ s i n 5x .

5 7 sinjc
в) агар m , n ^ 0  жуфт булсалар, у холда

s in aco sa  =  y S in 2 a ,  s in2a  =  y ( l  — cos2a ) ,

cos2a = y  ( 1+ c o s 2a )  формулалардан фойдаланган холда икки-

ланган бурчакларга утиб, синус ва косинуснинг даражасини 
пасайтириш керак.

3- м и с ол  . Интегрални топинг:

 ̂sin4 xdx.
Е ч и ш .

 ̂ s in4x d x =   ̂ (s in2x ) 2d x =   ̂ ~ ^os2x J d x —

=  Т  S  ̂  ̂ ~ 2cos2x +  cos22x )d x  =  -^-(x — sin2x-f- 

+   ̂ cos22xdx) = - j ( x  — sin2x +  y   ̂ ( 1 - fco s4 x )d x )  =

=  \ ( x ~  s in 2 x + - |-x  +  -bsin4x) + C  =

=  |  ( - ^ - s i n 2 x  +  - ^ s i n 4 x ) + C .

г) агар m, r i ^ . 0  ва улардан бири ток булса, у холда сурат ва 
махражни sinx ёки cosx га, буларнинг кайсиниси ток дараж ада-  
лигига караб, кушимча купайтириш усулидан фойдаланиш керак.

4- м и с о л. Интегрални топинг:
Г dx  
J sinx'

Е ч и ш .

S dx  f  sin x d x  Г d(cosx) __

s'njf J sin2x J 1—cos2x
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1 . |  i -f-COSX ----r-ln ----------
2 I 1—cosx

| + C = l n  +  C =  l n | t g f  l + C .

д) агар m +  n < 0 ва жуфт булса, у х,олда tg x =  t ёки c tgx — t 
урнига куйишдан фойдаланиш максадга мувофик. Агар бунда 
т < 0 ва п < 0 булса, у холда сунъий усул кулланиши мумкин, 
бунинг учун суратдаги 1 ни (sin2oc +  cos а ) * = 1  «тригонометрикбунинг учун суратдаги 
бир»га алмаштириш керак. Бу формулада k-- 

5- м и с о л. Интегрални топинг:

\ т +  п\ 1.

И dx.

1 13Е ч и ш .  Бунда т = —, п — -----—, т +  п = — 4 < 0 .

S sm X ,
— dx  =

t g x = t , — = d t ;2
COS л

cos2x =
1+ r

t g 3 xdx
I

t 3 dt

l +  r

=   ̂ t 3 ( \ + t 2) d t  =   ̂ 0 3 + t 3) d t =   ̂ t 3d t  +   ̂ t 3d t  — ̂ - t3 +  

10 4_ J2_
+ т 7 ' ^ + с = т ‘е ’* + ! ,в , * + с '

6 - м и  с о л .  Интегрални топинг:
d x

Ь sm2xcos4x

Е ч и ш .  Бунда т =  — 2, п =  — 4, т - \ - п = — 6 < 0 ,

1 =  ——  1 = 2 .  Шундай килиб:

[ d x  _  f  (sin х -{-cos х )2 ^  г (sin4
J sin2xcos4x J sin2xcos4x J

J  COS X j  COS X J  s i n

sin2xdx

x -)- 2sin2xcos2x +  cos4x) dx

sin2xcos4x

s 2 2 ~ r2 tgx с1̂ х - |-С  =
COS ЛГСО-S ДГ

=  \  t g 2x d  ( tg*) +  2tg* -  c tgx +  С =  j t g 3x  +  2 tgx -  с tg* +  C.

6.5.2. \ i g nx d x B a  J c tg "* d x  шаклдаги интеграллар, бунда я > 0  — 
бутун сон.
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Бу хил интегралларни топишда tg 2x ёки c tg 2x купайтувчилар 
аж ратилади ва улар tg 2x = — ^ -----1 ва c tg 2x =  — ^------1 формула-

лар буйича алмаштирилади, бу формулалар тангенс ва котангенс 
дараж аларини  кетма-кет пасайтиради.- Бу хил интегралларни 
tg x  =  t ёки ctgx =  t урнига куйишлар ёрдамида хам топиш мумкин.

7- м и с о л. Интегрални топинг:
J tg 4x dx.

Е ч и ш .  Бу мисолга юкоридаги усулни куллаймиз:

1- у  су л.  ̂ t g * x d x =  \  t g 2jc • tg  2x d x =   ̂ t g 2x—^ -----\ tg  2x d x =
J  J  J COS a  J

=  J t g 2x d ( t g x )  -  J | j - - l ^ x = = ^ - t g 3x - t g x  +  x +  C.

2- усул.

$ t g W * = | ^ = o r c t g (  ^ = _ ^ _ =  \ - f ^ =  5 < « =

=  ^ / 2— 1 / +  arc tg /  +  C = - ^ p — tgx +  x +  C.

6.5.3. ^secnx dx  ва ^cosecnx d x  куринишдаги интеграллар. И к­

кита ходни курамиз:
а) агар п ток булса, у холда t g ^ - = /  алмаштиришдан ф ойда­

ланилади;
б) агар п жуфт булса, у холда tgx  =  / урнига куйишдан 

фойдаланилади ёки sec2x, ёки cosec2x купайтувчи ажратилиб,

sec2xdx =  d ( tg x )  ёки cosec2x = d ( c t g x )  деб олинади, колган дараж а- 
лар эса

sec2x = l + t g 2x ёки cosec2x =  1 +  c tg2x

формулалар буйича алмаштирилади.
8- м и с о л. Интегрални топинг:

d x

J si:

Е ч и ш .  tg -^ -= /  универсал урнига куйишдан фойдаланамиз:

S - T —J sin л:

, х  , 2dt
tgT = < ;

2dt ■ 21 smx-
\ + e '  i + t 2 

216
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- i s  ^ - i S J ± 7± £ - ‘ - T i ( 7+ 4+ 0‘" -
” т ( - ^ 7 + 2 | п | ( | + т ) + с = т 1п | , | + " 1 ^ + с =

“  T ln  | l g f  I +  ‘B 2 ' + C - - j l n  | t g f  I +

« « ■ f

(  ■ 2х 2X \  , ( s m — - c o s — j - l

cos2* 8tg2*  ^  2 2 2sin JC
2 2 2

9- м и с о л.  ̂ -* интегрални топинг.
J COS X

Е ч и ш .  — 5—- купайтувчини аж ратам из ва — ~ = d ( tgx) деб
COS X COS X

оламиз.

J - Н Г =  J “ Л ------S “ =  ^ ( —4 * Y rf ( tg * )  =  \ ( l + t g 2* ) 2d ( tg x )  =
J  COS л  J  COS X  COS X J  \  c o s 2 /  J

J (1 +  2 tg 2* +  tg 4jc) d  ( tg * ) =  t g x + - | t g 3x +  -^ tg5* +  C.

6.5.4. J s 'mmx-cosnxdx,  ^cos mx-cosn xdx ,  Jsinm *-sirm *d* кури­
нишдаги интеграллар куйидаги маълум тригонометрик формула- 
лардан фойдаланилса, осон хисобланади: 

s in a -co sp  =  y ( s i n ( a  +  P) - ( -s in (a  — Р ) ); 

co sa -co sp  =  y ( c o s ( a - ( - P )  -( -co s(a  — P ) ); 

s i n a - s i n p = y ( c o s ( a  — P) — c o s ( a  +  P ) ).

Бу формулалар тригонометрик функциялар купайтмасини 
йигинди шаклида ифодалаш имконини беради.

10- м и с о л . Jsin2*cos5A:d* интегрални топинг.
Е ч и ш .  Тригонометрик функциялар купайтмасини йигинди 

билан алмаштирамиз:

 ̂ sin2*cos5*dAr=-y  ̂ (sin7x-|-sin  ( — 3 x ) d x  =  ̂   ̂ sin7jcrfjc —

I f  1 1------ \s in 3 jtd ;c  = — — cos7;t-t--g-cos3*-f-C.
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